Chapitre 17. Séries entieres

Sir > 0onnotera D(a,r) =|a—r,a+r[dans R

1 Rayon de convergence d'une série entiere

1.1 Généralités

Définition 1.1. On appelle série entiére toute série de fonctions du type Y u, avec u, : z € K — a,z" € K

avec (ay)pen suite de R ou de C

—+o00
Onlanote Y a,z"
n=0

—+o00
Théoreme 1.2. Soit Y a,z" une série entiere.
n=0

Alors dans [0, +co]

R =sup{r>0| (a,r"),en bornée }
:sup{r20|anr”—>0}
n—+oo

=sup {r > 0| (a,7"),eN sommable }

“+o00
R est appelée rayon de convergence de ) a,z"
n=0

—+o00
Théoréme 1.3. Soit ) a,z" derayon R > 0

n=0

“+o00
1. Pour tout z € K avec |z| < R Y a,z" converge absolument.
n=0

+o00
2. Pour tout z € Kavec |z| > R Y. a,z" diverge grossierement ( ie. a,z" /4 0)
n=0

—+o00
Définition 1.4. SiK = C (rp. R ) D(0, R) est appelé disque ( rp. intervalle ) ouvert de convergence de Y a,z"
n=0

+00

Si K = C alors C(0, R) est appelé cercle d’incertitude de Y. a,z"
n=0

Si K = R alors { —R, R} sont appelés points d’incertitude.

La somme de la série entiere est
S:z— Jri:o anpz"
n=0
Son domaine de définition Dg vérifie
D(0,R) c Ds c D(0,R)

1.2 LaRegle de D’Alembert

Proposition 1.5 ( Regle de D’alembert ). Soit }a,z" une série entiére avec 4, # 0 pour tout n
Si
a
| YlJrl‘ L
|{,‘ln‘ n—-+oo

Alors dans [0, +co]
1
R=-

L



1.3 Théoréme de comparaison

Théoréme 1.6. Soit Eo a,z" de rayon R, et EO b,z" de rayon Ry
Alors : = =

1. Sipour toutn € N |a,| < |b,| alors R, < R,

2. Si \an| = O(|bn|) alors R, < R,

3. Si \an| |b | alors Ry = R,

1.4 Rayon d’une somme, d’un produit
Proposition 1.7. On considere Z a,z" de rayon R, et Z b,z" de rayon Ry
n=0 n=0
Notons R le rayon de Z (ay + by)z"
n=0
Alors :
® R > min(R,, R,) et méme si R; # Ry alors R = min(R,, Ry)

* Si|z| < min(R,, Ry) alors
+o0

Y (an+by)z 2 a,z" + 2 bpz"

n=0
—+o00 —+o0
Définition 1.8. Soit Y a,z" et Y b,z" deux séries entiéres.
n=0 n=0

La série entiére produit de Cauchy de E ayz" et Z b,z" est E cnz" avec
=0 =0

+o00 +00
Théoréme 1.9. Z a,z" de rayon R, et Z b,z" de rayon R,

Soit Z cyz" leur produit de Cauchy de rayon R

Alors R > min(R,, Rp) et si |z| < min(R,, Rp) alors

+00 +o0 +o0
Y enZ" = (Z anz”> (Z bnz”>
n=0 n=0 n=0

2 Propriétés des séries entieres dans le disque ouvert de convergence

21 Mode de convergence

—+00
Théoreme 2.1. Soit ) a,z" derayon R € |0, +o0]
n=0

1. 11y a convergence absolue sur D(0, R)

2. 11y a convergence normale sur tout disque fermé D(0, 7) inclus dans le disque ouvert de convergence

(avecdoncr < R)
En particulier, il y a convergence uniforme sur tout D(0,7) avec r < R

“+o0
Corollaire 2.2. Soit ), a,z" une série de rayon R > 0
n=0
I1'y a convergence normale sur tout compact contenu dans le disque ouvert D(0, R)

—+o00
La fonction somme S : z — Y a,2z" est continue sur D(0, R)
n=0



2.2 Dérivation d’une série entiére

+o0 +oo +0o
Définition 2.3. Y na,z" 'ou ¥ (n+1)a,, 12" est appelée série entiere dérivée de Y (n+ 1)a,, 12"
n=1 n=0 n=0

+o00 +o
Proposition 2.4. Si ), a,z" a unrayon R alors sa série dérivée }, na,z" 1 ale méme rayon R
n=0 n=1

+00
Théoréme 2.5. Soit S : x — Y a,x" derayon R (a, € K)
n=0
Alors S est C®sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R| et on obtient S’ en dérivant terme a terme :

Pour tout x € |—R, R|

—+00 +o00
S'(x) =Y napx" ' =Y (n+1)aqx"
n=1 n=0
Etsip > 1
+o0 —+00
S (x) = Y onn—=1)..(n—p+1Danx" P =Y (n+p).(n+1)ampx"
n=p n=0

2.3 Unicité des coefficients

—+o00
Proposition 2.6. Soit f(x) = Y a,x" (x € R ) une série entiére de rayon R > 0

n=0
Alors f est C® sur |—R, R| et

f1(0)

n!

ay =

En particulier, les coefficients d’une série entiere de rayon > 0 sont uniquement déterminés par la fonction
somme.

De plus, pour x € |—R, R|

n

 £(n)
o) = 3 Z 0

ie. f est égale a sa série de Taylor.

Corollaire 2.7. Si deux séries entiéres avec un rayon > 0 coincident sur un voisinage de 0
(oude 0" oude 0™ ) alors elles ont les mémes coefficients et sont donc égales.

2.4 Intégration d’une série entiere

+o00
Proposition 2.8. Soit f(x) = Y a,x" derayon R > 0
n=0

On peut intégrer terme a terme la série sur tout segment [a,b] C |—R, R]

En particulier si [x| < R

—+o00

/Oxf(t)dt:/ox;gant”dt: )

n=0

anxn+1

n+1

—+o0

Proposition 2.9. Soit f(z) = ). 4,z" derayon R > 0
n=0

Sir € [0,R[alors

1 7 Ny
no__ 0\ ,—inb
anr" = 5 /77Tf(re Je " do




2.5 Complément : fonctions holomorphes

Définition 2.10. Soit Q unouvertdeCet f: () — C
On dit que f est holomorphe ( ou C-dérivable ) si pour tout zg € Q) ZIL@ %ﬁ(}(%) existe.
0

z#2)
Cette limite est notée f'(zo)

Théoréeme 2.11. Soit Z anz" = f(z) une série entiére de rayon R > 0

Alors f est holomorphe sur D(0,R)
Pour tout z € D(0, R)

“+o00
=) napz" 1!
n=1

En particulier f est C* sur D(0,R)

3 Fonctions développables en séries entieres

3.1 Position du probleme

Définition 3.1. Soit f : U — K, U C K, a € U voisinage de a
On dit que f est développable en série entiere en a (DSE en a ) 'il existe ¥ > 0, (a,),>0 € KN tel que
Vxel, |x—a| <r = f(x)= Zan(x—a)
=0
Si U est un ouvert et si f est DSE en tout point a € U on dit que f est analytique.

Proposition 3.2. Soit f : | -+ K DSEena € I alors:
1. f est C*° au voisinage de a

2. Auvoisinage de a

3.2 Application du développement de I’exponentielle

Proposition 3.3. L'exponentielle

a un rayon infini.
Par opération, il en va de méme pour cos, sin, cosh, sinh qui ont toutes un rayon infini
Pour tout x € R

( ) 00 x2n
cosh(x) =
= (2n)
) oo, 2ntl
sinh(x) =
= (2n+1)
+o0 _l)anrt
COS(x) = ((2]/1)‘
n=0 :
) +o00 (_1)nx2n+1
i) = X o




3.3 Méthode de I'équation différentielle

Pour montrer qu'une fonction f est DSE en 0 on peut :
e Trouver une équation différentielle sur f d’ordre 1 ou 2 a coefficients polynomiaux.
* Analyse : on suppose f DSE en 0 avec un rayon R > 0 et on injecte dans 1’équation différentielle.
Par unicité des coefficients et les conditions de Cauchy on obtient les coefficients a,

+00
e Synthese : On pose g(x) = Y a,x" avec les a, trouvés.
n=0
On montre que Ry > 0, que g vérifie le méme probleme de Cauchy que f etdonc f = ¢

Exercice : DSE en 0 de f(t) = cos(« arcsin(t)) pour « € R

3.4 Lasérie de bindome de Newton

Théoréme 3.4 ( Série du bindme ). Soita € R\ IN

La fonction x — (1 + x)* est développable de 0 en série entiere avec un rayon égal a 1 et si [x| < 1

(1+2x)" = too a(e—1)..(a _n+l)x” _ -lio (a>xn

n=0 n! n=0 \*
Proposition 3.5. Pour |x| < 1
e
1+x =
1
1—x n;)x
-‘rOO( 1)nxn+l +00( 1)n71xn
In(1+x) = oI -
n=0 n=1
+0o .1
In(l—x)=— r
n=1
+o0 —1)* 2n+1
arctan(x) = (Gl S
= 2n+1
) 2
1 _Emerd,
\% 1+x n=0 4n

+oo0 (Znn)xzn-s-l

n(y) = X
arcsin(x) r;) TR

3.5 Complément: Développement en série entiére des fractions rationnelles

Théoréme 3.6. Soit F € C(X) dont 0 n’est pas pole. On note 4y, ..., a, ses poles.

Alors F est développable en série entiére en 0 avec un rayon R = inf(|ay|, |az], ..., |ap|) (sip =0, R = +c0)



4 Comportement aux points d’incertitude

41 Casou ) |ay|R" < 400
nelN

+o0
Proposition 4.1. Si }_ a,z" est derayon R € ]0, +-oo[ (fini)etsi Y |a,|R" < +o0 alors
n=0 nelN

D(0,R) = C

+o00
z+— Y a,z"
n=0

est continue sur D(0, R)

4.2 Cas ou R =1 est les coefficients sont positifs
Proposition 4.2.

~+o0
1. Si Y a, < +coalors f:x — Y, a,x" est continue sur [—1, 1]
nelN n=0

—+o00
2. Si Y, a, = 4+ooalors lim Y a,x" = +o0
nelN x—=17 n=0
Dans [0, +o0] on a donc

lim Z anXx Z an

=17, neN

4.3 Le théoréeme d’Abel-radial

Théoreme 4. 3 ( Théoreme d’Abel-radial ).
Soit f(x) = 2 a,x" une série entiére de rayon R € ]0,+o0o[ (Vn € N, 2, € K, x € R)
=0

Siy a,R" Converge, alors f est continue en R (et donc sur |[—R, R])
Autrement dit

lim Z apx" = Z a,R"

x%R*

5 Exercices classiques

5.1 Exercice type : traitement d’équations différentielles d’ordre 2

On considere (E) 4xy” +2y' —y =0
Trouver les solutions sur R%, R*, R

(Indication : on en cherchera une DSE )

5.2 FEquivalent d’une série entiére au point d’incertitude
Soit (a,)n>0 suite de Ry, (by),eN suite de R avec by, = 0(an) et (cn)nen suite de R avec ¢y, o an
+o00 +o0 —+o00
No suppose de plus f(x) = Y anx", g(x) = ¥ byx" eth(x) = Y cux" pour |x| <1
n=0 n=0 n=0
1. Montrer que le rayonde getdehest > 1, lir? f(x) = +o0
X—1"
2. Monter que g(x) = o(f(x))
x—1-
3. Montrer que h(x) ~ f(x)
x—1-



5.3 Analycité, inversion, composition
—+0o

Soit f(z) = Y. a,z" derayon R > 0
n=0

1. Montrer que si ag # 0ie. f(0) # 0 alors % est DSE en 0

2. Montrer que si |zg| < R alors f est DSE en zj ( Analycité )
f est donc analytique sur D(0, R)

—+o00
3. Soit g(z) = ¥ buz" (by = 0ie. g(0) = 0)avec unrayon R’ > 0
n=1
Montrer que f o g(z) = f(g(z)) est DSEen 0



